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ELEMENTE DE TEORIA PROBABILITATILOR

CAMPURI DE PROBABILITATE

Teoria matematica a probabilitatilor porneste de la faptul cd fiecarui rezultat
posibil al unui experiment aleator, rezultat pe care 1l vom denumi eveniment, i se
asociazd o valoare numericd, numitd “probabilitatea” evenimentului respectiv. Aceasta
valoare este o caracteristica obiectivd a evenimentului in conditiile experimentului dat.

Sa efectudm, de exemplu, un experiment de m ori. Daca in cele m experiente un
eveniment A s-a produs de k ori, atunci 0 < k < m, de unde rezultd pentru frecventa
relativa:

0<

3 =

<1,

adica frecventa relativa a unui eveniment este intotdeauna un numar cuprins intre O si 1.
Tinand cont ca frecventa relativa oscileaza in jurul probabilitatii evenimentului considerat
si cd probabilitate este acea caracteristicd a evenimentului care ne indica in ce proportii se
produce evenimentul in cazul repetarii experimentului de un numar foarte mare de ori,
rezultd ca si probalitatea este tot un numadr intre O si 1. Din definitia probabilitatii ca
generalizare a conceptului de frecventa relativa, rezultd ca probabilitatea unui eveniment
imposibil este 0, iar probabilitatea unui eveniment sigur este 1.

Evenimentele pot fi simple, in sensul ca nu se pot descompune mai departe, sau
compuse din alte evenimente ce se petrec simultan. In acest context putem considera
doua operatii intre evenimente.

Scriem AN B si intelegem prin aceasta un eveniment care constd in producerea
evenimentelor A si B, simultan. Scriem AU B pentru cazul cand se produce cel putin
unul din cele doua evenimente.

Fiind date doua rezultate A si B ale unui experiment efectuat de n ori, sa

presupunem cd A s-a obtinut de &, ori §i B de k, ori. Evenimentul A U B, deci obtinerea

unui eveniment din cele doud rezultate, s-a obtinut ca atare, de #*2 =% 4L ori ceea ce

sugereaza o regula de tipul
Probabilitate (A U B) = Probabilitate (A) + Probabilitate (B)
In cele ce urmeaza vom introduce o prezentare axiomatici a conceptului de

probabilitate, dupa Kolmogorov'.
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Corp borelian
Definitie:
Fie E o multime si K o familie nevida de parti ale lui E, K < ¢ (E) cu proprietatile:
I.Ae K =>CAe K
2. (A)y € k=Y Aie K

3.Ee K
Deci, este inchisa la operatiile de complementare si reuniune.

Se spune, in acest caz, ca familia K, impreund cu operatiile mentionate, formeaza
un corp bolerian. Denumirea de borelian vine de la matematicianul Emil Borel, unul
dintre fondatorii teoriei probabilitatilor.

Consecinta:

Un corp borelian este o familie inchisa fatda de operatiunea de intersectie,

indiferent de numarul elementelor sale pe care le intersectam:

(A).y,c k=1 A€ K

Demonstratia se face imediat folosind faptulca [ A =C (UAIJ si proprietatile 1 si 2.

1 1

Propozitie:

Fiind dati o familie de corpuri boreliene (K:) 1, intersectia lor este tot un corp
borelian.

Demonstratia se face imediat, folosind proprietdtile corpului borelian si ale operatiilor de
intersectie, reuniune si complementare.
Definitie:

Fie H o familie oarecare de parti ale unei multimi £. H poate fi completata la
un corp borelian, numit corpul generat de H, daca i se adauga E si toate multimile ce se
formeaza prin reuniune, intersectie si complementare pornind de la elementele He H.

Daca ludm pe dreaptd, multimea intervalelor deschise de forma (-o,a), ae R,
corpul borelian generat se numeste simplu “borelianul pe dreapta” si constituie baza
teoriei probabilitdtilor, asa cum va fi ea abordata in prezenta lucrare. Deoarece orice

interval Inchis se poate obtine prin operatiile metionate din intervale deschise si invers,
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orice interval deschis poate fi generat pornind de la intervale inchise, borelianul pe
dreapta este 1n acelasi timp generat de multimea intervalelor inchise.
Intr-adevar, se poate scrie:

[a.b]=T :_l(a —%,b+%) i (a,b)= Yj_l[a LI _l}

n n
Definitie:
O familie (Ai)i e 1 se numeste desfacere a lui E dac:
1. I este cel mult numarabila;
2.ViNj=>ANAi=¢
3. UAI=E

Spatii masurabile

Definitie

O multime E impreunad cu un corp borelian K formeaza un spatiu masurabil (E,K).
Elementele lui K se numesc multimi masurabile.
Definitie

Fiind date (E,K) si (F,L) spatii masurabile, o functie f: (E,K) — (F,L) se numeste
functie masurabila daca indeplineste conditia:

VA, Ae L=f'(A)e K sau, altfel spus: f'(L)c &
Proprietati
a) Daca f 1 g sunt masurabile, atunci fog, f +g si £*g sunt masurabile.
b) Daca f este continua, atunci f este borelian masurabila.
Observatie

Se poate face un paralelism Intre spatiile topologice si spatiile masurabile, Intre
functiile continue si functiile masurabile. Astfel, o functie este continua daca preimaginea
oricarei multimi deschise este o multime deschisd iar masurabild este atunci cand
preimaginea oricdrei multimi masurabile este masurabila. Deasemenea, daca f si g sunt

doua functii continue, atunci f + g si f*g sunt continue.
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Definitie
Se numeste masura orice functie pozitiva definita pe corpul multimilor masurabile,
{: K—R, , “aditiva” pe orice familie (Ai)ic; numarabili de multimi masurabile
disjuncte: Vn,Vm, An O An = ® = ﬂ(Y‘f An)z D u(An)
Consecinte
a) 4(®)=0
Intr-adevar, daci luim Ai= A, Ao=® = u(®)= u(®UdP)=2u(®)= u(®)=0
b) Fie un sir de multimi A1 € A2 C ... si fie A= YAx, atunci u(Ax) = u(A)

Demonstratie:

Fie Bn = An+1\ An. Multimile B sunt disjuncte s1 An=B1YB2Y...Y Bn.

Din aditivitatea lui g rezultd u(A.)= ;{YB,-J = z 1(Bi) = sn
i=1 i=1

Sn—>§ = ﬂ(Y; B,-)z ﬂ(Y; An)z 1(A)
A=YAu si u(Ai) < 0o = u(An)< u(A)
Altfel, A ={n,n+1,..}, | A= dar p(A:)=o0
Exemple
a) Fie ¢ definita dupa cum urmeaza:
e 1(A)=co dacd Aeste infinitd si
e u(A)=numirul elementelor din A, daci A este finita.
Aceasta masurd se numeste in mod natural “masura de numarare”.
b) Fie un punct exterior x, € E fixat. Definim:
o u, (A)=1daci xoe Asi
o u, (A)=0daci xo¢ A
Masura este utilizatd in mecanica cuantica si se numeste “masura lui Dirac”.
Probabilitate Vom defini probabilitatea ca o masura particulara.
Definitie:
Fiind dat un spatiu masurabil (E, K ). O functie P: K — [0,1] cu proprietatile:

a) P — masura si
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b) P(E)=1

se numeste probabilitate.

Deci, probabilitatea ar fi o masura “normata”.
Proprietati:

Pe baza proprietitilor masurii si a faptului ¢ P(E)=1, se pot demonstra cu
usurinta urmatoarele proprietati:

1. Ao B= P(A/B)=P(A)- P(B)

2. (Vn), Avc Ans1= P(Y An) = limn - «P(An)

W

. (Vn), AvD Avs1= P(I A)=1lima - «P(An)

)=
(

I

. P(AYB)=P(A)+P(B)- P(AI B)

P(YAn) <> P(As), numitd subaditivitate numarabila

bt

(@)

. P(®)=0

\]

. P(cA)=1-P(A)

In contextul teoriei probabilititilor, multimile masurabile devin evenimente,
“spatiul masurabil” devine cdmp de evenimente, iar E devine evenimentul total.
Definitie:

Un camp de evenimente (E, K ) inzestrat cu probabilitatea P, se numeste camp de
probabilitate.
Definitie:

Un eveniment care nu mai poate fi inclus 1n alt eveniment

Ae K,VBe K,Ac Bsau A1 B=®

se numeste eveniment elementar sau atom.
Observatii

Prezentarea axiomelor teoriei probabilitatilor in contexul mai larg al teoriei
masurii, dincolo de formalismul simplu si rigoare, ofera si avantajul unor interpretari
“fenomenologice” si “picturale” pentru unele formule. Astfel, daca probabilitatea este o
masura, la fel ca aria pentru figurile plane, formula:

P(AY B)=P(A)+ P(B)- P(A1 B)

se poate citi ca:
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aria (AY B) = aria(A) + aria (B) - aria (A1 B)

ceea ce pare ca evident.

Fig. 1.
A ANB B
Definitia clasica elementara a probabilitatii deriva in mod natural din notiunea de
frecventd, despre care am vorbit mai sus.
Daca un eveniment A se poate realiza in m feluri diferite dintr-un numar total n de

evolutii posibile (e . )i:H’ egal probabile, atunci :

a) P(e j):% si

b) P(A)=2
Exemplu

Exemplul clasic de cdmp de probabilitate finit il constituie evenimentele ce pot
aparea atunci cand, dintr-o urna in care se afld bile albe si negre se extrag n bile. Daca
proportia bilelor albe in urna este p, si deci a celor negre este q = 1 - p, probabilitatea
evenimentului A, ca din n bile extrase, k sa fie albe, conform definitiei clasice definite
mai sus, se calculeaza imediat si este:

P(A)=cC.p'q"

De exemplu, evenimentul ca din trei bile extrase, doua sa fie albe - a - i una sa fie
neagra - n- se poate descompune in felul urmator :

A=((@an)U((ana)U (naa)
si

P(A)=P(aan)+P(ana)+Pnaa)= p2q + p2q + pzq =3 p2q =C; p2q3'2
Probabilitate conditionata

Fie B un eveniment a carei probabilitate este diferita de 0. Probabilitatea unui
eveniment A, reprezintd proportia in care ne asteptam sa se realizeze A n cadrul tuturor

evenimentelor cAmpului de probabilitate la care apartine A
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Probabilitatea lui A se mai poate analiza insa si in contextul in care stim ca s-a
produs anterior evenimentul B. Probabilitatea evenimentului A conditionata de B se
noteaza, in acest caz, cu: P(A/B) sau Pg(A).

Daca s-a constatat experimental o frecventd de aparitie ka si, respectiv kg, pentru

A si B, frecventa relativa de aparitie a lui A, cand deja a aparut B, va fi:

ko _Np_ P(AT B)
k, % PiBi

In acest context apare naturald definitia probabilititii evenimentului A,

conditionata de B, prin formula:
P(A1 B
pa)= ")

Un caz special 1l constituie acela 1n care probabilitatea de aparitie a evenimentului

A este aceiasi, indiferent daca s-a produs sau nu evenimentul B:
P(A) =Pp(A)
Spunem, 1n acest caz, cd evenimentele A si B sunt evenimente independente.

Observam ca, rescriind formula anterioara
Ps(A) = ﬂ%@ = P(AI B)= Ps(A)* P(B)= P(A)* P(B)

se poate lua ca definitie ca douda evenimente sunt independente atunci cand:

P(ATI B)=P(A)* P(B)

Formula probabilititii cauzelor (Bayes)
Fie A}, Ay,..., A, o desfacere a lui E pe care, in contextul teoriei probabilitatilor, o
numim sistem complet de evenimente. Ea reprezinta in acelasi timp o desfacere pentru E

cat si pentru orice eveniment X C E.

E=YA
X=Y(AT Xx)
Dat fiind cd evenimentele A:I X sunt disjuncte, avem P(X ) = ZP(AiI X )

Sa presupunem ca Vi, P(A:) # 0 . In aceste conditii avem urmitoarea teorema:
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Teorema probabilititii cauzelor

Probabilitatea producerii oricdrui eveniment X, este egald cu suma probabilitatilor

de producere a lui X, conditionate de evenimentele complete ale sistemului (Ai)i = 1.» si

Pr(4)) = P(A))Pa(X)

Y P(A)Pa(X)

Demonstratie:

N _P(X1 A)
Din definitie avem Px(A;) = —P(Y)_

\P(4))
P(XT &) PX1 A’)TA,) _ P(A)Pa(X)

S PIAT X) 3 P(ad X)j:t:j;_ > P(A)Pa(X)

Px(A;) poate fi interpretat ca fiind probabilitatea ca X sd aiba cauza A;. In acest

deci, Px(Aj) =

caz, formula calculeaza probabilitatea lui X in functie de probabilitatile cauzelor care ar fi
putut determina evenimentul X. Probabilitdtile P(Ax) se numesc apriorice, pentru ca ele
se cunosc Tnainte de eveniment. Probabilitatile Px(A;) sunt probabilitatile acelorasi cauze,
dar dupa ce s-a intamplat evenimentul X, si se numesc din acest motiv, probabilitati
aposteriorice.

Exemplu, cand un pacient intoxicat este adus la urgentd el prezintd anumite
simptome si medicul, folosind experienta sa, rezultatele determinarilor In sange si un
sistem computerizat elaboreazd o listd cu probabilitatile ca intoxicatia sa se fi facut cu o
anumita substanta.

In fizica statistica parametrii termodinamici sau cuantici ai unui sistem rezulta din
insumarea unui numdr foarte mare de evenimente. Probabilitatea de trecere de la o stare
initiald la o stare finald este datd de suma probabilitdtilor de trecere pe anumite cai A;
ponderate fiecare cu probabilitatea, sau altfel spus ponderea lor, p(A;). Deoarece numarul
cailor poate fi de puterea continuului, in locul sumelor apar integrale.

Sau, daca s-ar produce o crimd, aposteriori, ne punem problema ierarhizarii
suspiciunilor privind potentialii criminali.

Problema nu este de loc “teoreticd” daca suntem de exemplu o societate de

asigurari sau daca testul este un test de malignitate.
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Bayer a fost un episcop care s-a preocupat de cauzele evenimentelor din lumea
aceasta si legatura lor cu cauza finald — Dumnezeu.

Formula probabilitdtii cauzelor ne aratd cum se transformad probabilitatile
apriorice in probabilitdti aposteriorice, dupa aparitia evenimentului X.

De exemplu, stiind ca un medicament se absoarbe in, si se elimind din sange pe
mai mult cai, cu diferite probabilitati date de considerente fizico-chimice si fiziologice, in
functie de rezultatul unor determindri a concentratiei ale acestora in sdngele unui pacient,
ne putem pune problema stabilirii ponderilor efective ale acestor cai, in scopul
“individualizarii” tratamentului.

Observatie:

Putem deasemenea sa considerdam cazul particular al desfacerii evenimentului
total Tn doua evenimente A si complementul sdu CA.

Formula lui Bayes devine in acest caz:

Pa(X)P(A)

X = )P(A) + Par(X)P(CA)

Aplicatie:

Daca, de exemplu, P(B) este proportia (probabilitatea) unei boli in populatie si
cunoscand proportia in care un test diagnostic este pozitiv la bolnavi — Pg(T) — si la
sanatosi —Png(T) — putem calcula probabilitatea ca un pacient la care rezultatul testului
este pozitiv sa fie bolnav:

Ps(T)P(B)

P+(B)= PB(T)P(B)+ PNB(T)P(NB)

unde:

P5(T) este probabilitatea ca un bolnav sa fie catalogat pozitiv de catre test si se
numeste “sensibilitatea” testului.

Pxg(T) este probabilitatea ca un sandtos sa fie catalogat negativ de catre test si se
numeste “specificitatea” testului.

Problema devine teribil de importanta daca, de exemplu, este vorba de un test de

depistare a cancerului.
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VARIABILE ALEATOARE
Definitii:

a) Se numeste variabila aleatoare (intampldtoare sau statisticd) o functie reald f
definitad pe multimea K a evenimentelor, cu proprietatea cd, oricare ar fi numarul real a,
multimea xe K pentru care f(x) < a este un eveniment din K.

In termeni de teoria masurii, o variabili aleatoare este o functie f : (E, K, P) = (R, B),
masurabila.

Practic vorbind avem definita probabilitatea ca variabila sa aibd valori mai mici decat
orice numar dat a.

b) O variabila aleatoare se numeste variabila aleatoare simpla daca ia un numar finit
de valori: f: E—R, f (E) finita si P(f (x) = x;) = P( fl(xi) ) =pi

¢) Vom lucra, in cele ce urmeaza, ca regula, cu variabile aleatoare independente,
adica variabile ce iau valori independente una de cealalta:

P(f(x)=x)n(e(r) =y, )= P(f(x)=x)* Ple(y) = ;). Vx,.,

Observatie:

Se poate verifica usor ca variabilele aleatoare formeazd o algebrd, adicd suma, si
produsul a doud variabile aleatoare este tot o variabila aleatoare; mai mult compunerea a
doua variabile aleatoare este tot o variabila aleatoare.

Trebuie in acest context sa fim atenti la independenta sau nonindependenta
variabilelor aleatoare implicate Tn operatie.

De exemplu putem citi X+X unde X este o variabild aleatoare in doud feluri. Putem,
de exemplu, sa consideram un experiment repetat de doua ori rezultatele fiind
independente

1 2) (1 2 2 3 4
I 1|41 1(|={1 1 1

2 2) (2 2) 4 2 4

b

in timp ce, dacd consideram cd X si X nu iau valori independent, atunci

2 4
X+X=2X=[1 1
2 2

Putem reprezenta grafic aceste probabilitati.
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1 2 3
De exemplu, X= [l 1 1} apare sub forma

4 2 4
pi
1/2
1/4

0 1 2 3 Xi

Dar putem reprezenta curba cumulativa a distributiei
P(x<x;)
1

3/4
172

1/4

Definitie
Functia de repartitie asociata lui f este functia F(x), F:R— [0,1] definitd de
formula:
F(x)=P(f<x)=P(f'(-00.x))
Importanta acestei functii constad in faptul cd, daca F(x) este data se poate determina

probabilitatea ca f sa ia valori intr-un interval ICR, oricare ar fi acel interval.

In cazul in care f ia un numdr finit de valori, de exemplu {1,2,3}, cand cunoastem
P(f(k) Vk =1,2,3, cunoastem practic si P(f = k) Vk=123.

Intr-adevar, P(f =1)= P(f(2)

P(f =2)=P((3)n(2))= P(£(3)* P(f)2) = P(f (3)*(1- P(f (2))

P(f =3)=1-P(f =1)-P(f =2)

Careguld generald: P(f =k)=1-P(f(k+1)-P(f (k)

Deci am determinat o distributie de probabilitate care poate fi reprezentatd sub forma

unei matrici:

P(f:k):(l 2 3}

Py P Ds
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Proprietati
Functia de repartitie are urmatoarele proprietati:
a)a<b = F(a) <F(b)
b) lima » - F(a) =0
¢) lima >+ F(a) =1
d) F este continua la stanga.
Daci F este continud spunem ci f este variabild aleatoare continud. In acest caz,
probabilitatea ca f sa ia orice valoare particulara este 0.
VE P(f(x)=€)=0
Exemplu:

Daca ne punem problema probabilitatii ca temperatura in camera sa fie t =20,347562
aceasta ste evident zero si de fapt problema nici nu are sens — in masura In care
temperatura este o valoare medie 1n jurul cdreia avem fluctuatii continue. Daca ne punem
problema ca temperatura sa fie intr-un anumit interval notiunea de functie de repartitie
capata un continut concret.

Definitie
Fie F(x) functia de repartitie a unei variabile aleatoare &. Daca exista o functie p(x),

integrabila pe intervalul (—oo,400) , cu proprietatea ci pentru orice x€ R este verificata

egalitatea:

oF
p(x) = g

atunci, p(x) se numeste densitatea de repartitie sau densitatea de probabilitate a
variabilei aleatoare &,
In acest caz, probabilitatea ca variabila aleatoare si ia valori intr-un interval

(-0 ,a) este data de formula:

PE(X) <a)=F@) = [ plthr

si respectiv:

P(b < &) <a)=F@-Fb) = [ plohr - [ plor= [ pleis
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Definitie
Se numeste valoare medie (sau sperantd matematicd) a unei valori aleatoare f,

numarul

M(f) = Z)api , atunci cand & este o variabila aleatoare simpla si, respectiv

+oo
M) = Lo xp(x)dx, atunci cind & este o variabila aleatoare continud, cu densitatea de

probabilitate p.

In literatura, operatorul de medie se mai noteazd si cu E, de la “expectation” —
speranta in engleza.

In cazul variabilelor simple se observa ca valoarea medie a variabilei f este media
ponderata a valorilor sale x;, cu ponderile p;, care reprezintd “frecventele” de aparitie ale
valorilor respective.

Proprietiti ale mediei:

Daca f si g sunt independente, atunci avem:

a) M(af) = aM(f)

b) M(f+g) = M(f) + M(g)

¢) M(fg) = M(HM(g)

Vom schita o demonstratie a proprietatii b):

M(f+g)= > P(FI G)u+x) =Y (3 PRI Gl + Y (3 P(FT G

Dar, pe de altd parte, folosind proprietatile intersectiilor si reuniunilor de multimi,

respectiv distributivitatea intersectiei fata de reuniune si a intersectiei fatd de reuniune, si
fapwl & Y,Gr = E avem » P(RIG) = PEI(YG) = PF) si
similar, Y’ P(Fc1 Gi) = P(G).
Deci,

M(f+g) = > P(Fihw + Y P(Giu = M(f) + M(g)

Notiunea de medie se generalizeaza, definindu-se momentul de ordin k al unei

variabile aleatoare:
M, (f)= lek p,, atunci cind & este o variabild aleatoare simpla

si respectiv,
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+oo
M(f) = Lo ka(x)dx , atunci cand  este o variabila aleatoare continua.

Se numeste moment centrat de ordin k al variabilei aleatoare f momentul de

ordinul k al abaterii sale fatd de medie.
M}E(f): Z(xi 2 )kpi
oo k
si respectiv, y, = Lo [x— M(f )] p(x)dx ,in cazul unei variabile aleatoare continue.

Dispersia de selectie, sau varianta unui §ir de rezultate numerice ale unui

experiment este media aritmeticd a patratelor abaterilor acestor valori fatd de media lor

aritmetici X .

Daca xi, X2, ..., Xp sunt cele n valori ale seriei, dispersia de selectie a acestora,
2 .
sy este:
v, - xf
2 _ 2 i~ X
Sy =

Dupa cum vom vedea mai departe la statisticd, o formuld mai utila pentru

—\2
dispersia de selectie este: s; = %}X)
Dispersia de selectie este indicatorul principal al Tmprastierii datelor unui
experiment.
Dispersia unei variabile aleatoare este conceptul ce generalizeazd dispersia de
selectie.
Definitie
Dispersia variabilei aleatoare X de noteazi D(X) sau o° si este, in particular,

momentul centrat de ordinul doi.

2

D(X) =6" = M[(X-M(X))’ = [ (x= M (X)) p(x)dx
si respectiv
o° = M[(X-M(X))’] = z (xi — Uy )2 p; , atunci cand variabila aleatoare este discreta.

Radacina patratad a dispersiei, 6, se numeste abaterea medie pdtratica a variabilei X,

iar s, abaterea standard.
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Proprietati
a) Pentru orice variabila aleatoare X si orice constante a si b
D(aX+b) = a’D(X)
b) Dacd X, Y sunt doua variabile aleatoare independente
D(X+Y) =D(X) + D(Y)
Demonstratie:

Pentru orice doud variabile aleatoare X s1 Y, cu mediile px si respectiv py, avem
D(X+Y)=M(X+Y- pix- py)’=M(X- px)*+M(Y- py)* + 2 M[(X- px) (Y-py)]=D(X)+D(Y)+
2 M[(X- px) (Y-py)]

Dar, atunci cand X si Y sunt independente = M(XY) = ux My ,

MI(X- px) (Y-py)] = MXY-X pry-Ypx+ pix py)= pix py- ix By- Bx Hy+ px py=0
= MI(X- pux) (Y-py)] =0
si deci D(X+Y) = D(X) + D(Y)

c) Intre dispersie, valoarea medie si momentul de ordinul doi existi relatia:

D(f) = M(f") - (M()*

Demonstratie:
D)= D (=) pi= Y x2p, 2D xpty py+ Y pE p= M) - 242 + 412 =
= M(f) - M)’
Observatie
Daca numim M(fz) — media patratului si (M(f))2 — patratul mediei formula capata
o formulare usor de retinut:”’Dispersia este egald cu media pdtratului, minus padtratul

mediei”.
Relatia se mai poate scrie sub forma M (X 2) = ll; + 07} si am putea s-0 numim
»teorema lui Pitagora in probabilitate”.

Exemplu

In modelul clasic al urnei cu bile pe care l-am prezentat mai sus, probabilitatea
evenimentului “din n bile extrase, k sunt albe” era p, = C*p“q"™".

Media variabilei aleatore X care da numarul de bile albe din n bile extrase va fi,
prin definitie,

M(X) = > kC;p*q"™"

Curs 1 16



Pentru a calcula aceasta suma consideram urmatoarea identitate

(pt+q)"= D Cip't“q"™, pe care o derivim in raport cu t

(pt+a)" = (X Crp'rig"™)

np(pt + )" = D Cip“kt*'q"™" siapoifacemt=1= np= Y Cyp‘kq"™"

Am obtinut, deci, M(X) = np

Folosind aceiasi identitate, dar derivand de doua ori se arata ca: D(X) = npq

Cunoasterea mediei si dispersiei unei variabile aleatoare da o indicatie asupra
intervalului in care se afla valorile variabilei, cu cea mai mare probabilitate. Mai exact,
dupa cum arata teorema urmadtoare, cu cat ne indepartim mai mult de valoarea medie, cu
atat valorile respective sunt mai putin probabile ca valori ale variabilei date.
Inegalitatea lui Cebasev

Dacid o° este dispersia variabilei aleatoare X, probabilitatea ca modulul abaterii

sale de la valoarea medie sa ia valori mai mari decit un numar € > 0 este mai mica decat

o
82
2
o
P(]xi —m| > 8)S—2
£
Demonstratie:

. .. . . . 2 2 PN -
Pornim de la definitia dispersiei o> = M [(xi —m) ]: Z(xi —m) p; sl Impartim
suma in doi termeni: unul corespunzator valorilor x; pentru care |xi —m| > £ si unul

corespunzdtor valorilor lui x; pentru care |xi - m| <E.

o’ = Z(x; _m)zp; = Z(xi _m)zpi+ Z(xi _m)zpi

‘x,—m‘(s ‘x,—m‘ze
Daca neglijam primul termen al sumei $i minoram |xl. - m| inlocuindu-1 cu €1n al doilea

termen, se obtine

ol > Zgzpi :“5.2(pkl +P/<2 +...+pk”) s

‘xl —m‘Zé‘

cu p; +p,, +..+ p, suma probabilitatilor valorilor x, pentru care ‘xkl —m‘ 2E.
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Dar p, +p, +..+p, = PQx—m| > ¢£) si deci am obtinut o> > &’ P(|x—m|>¢€) ceea ce

0_2

> -

implicd urmatoarea relatie: PQx - m| 2 8) <
£

Deoarece suma 1intre probabilitatea unui eveniment A §i probabilitatea

evenimentului contrar CA este 1, avem P(CA) = 1-P(A) si inegalitatea se mai poate scrie

sub forma
2
P(in — m|(8)>1 _0'_2
£
Exemplu:

Fie € =30, atunci inegalitatea Cebasev da: P(]xi - m|(38) = l—é = g =0.88

Exprimat in cuvinte, aceasta inegalitate aparent banald, spune din punct de vedere
fenomenologic, enorm de mult:

Probabilitatea ca orice variabilid aleatoare sa ia valori mai indepartate de
valoarea sa medie decit de trei valori standard, este mai mica decdt 0,12.

Vom vedea mai departe ca, in cazul in care variabila aleatoare are suplimentar
unele proprietati de regularitate, aceastd probabilitate este chiar mult mai mica.

Aceiagsi inegalitate ne permite intelegerea legaturii intre frecventa si probabilitate,
legatura care exprima insasi fundamentarea statisticii pe teoria probabilitatilor.

Sa consideram variabila aleatoare care dd numarul de bile albe Intr-o extractie de
n bile din urnd. Pentru aceastd variabild avem urmatoarea teorema, care se generalizeaza
in teoria probabilitatilor in forme care depasesc insd cadrul acestei lucrari.
Teorema lui Bernoulli:

Daca se noteaza cu p probabilitatea ca un eveniment A (de exemplu aparitia bilei

- . n . . k . g

albe) sa se realizeze Intr-un experiment si f, = — este frecventa cu care se realizeaza
n

evenimentul A in n experimente identice consecutive, sirul (f,) converge catre p n
probabilitate. Altfel spus:
Frecventa tinde in probabilitate la probabilitatea teoretica.

Demonstratie:
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k
—=Pp
n

lim, P( > ej =lim,_, P(k-np|>ne)=lim,__ P(k-M (k)= ne)

2

Dar, aplicand inegalitatea lui Cebasev: PQk -M (k)| > ne‘)s —— sideci
n-&
k 2
lim, . P(— -p|2 8] <lim,_,——=0
n n°e

Teorema lui Bernoulli afirmd numai ca inegalitatea | f, - p| > £ nu are sansa sa

fie realizatd sau ca inegalitatea

suficient de mare.
DISTRIBUTII DE PROBABILITATE
Distributia normala

Spunem cd o variabild aleatoare este normal repartizati N(m,o) , atunci cind

densitatea sa de probabilitate este data de formula:

1
X,m,0)=
ol ) =T

O primia conditie ca p(x) sa fie distributie de probabilitate este aceea ci

[ p(x)dx = P(= oo f(e)(+00) =1

Pentru a verifica aceastd conditie, plecim de la un rezultat care s-a obtinut la

cursul de matematica folosind integrala dubla, si anume :

XZ

AT

2 - . e x—m
In cazul nostru, daca facem schimbarea de variabila u = avem

o

[plopi= [ am L

Vom arata in continuare ca o variabila aleatoare normal repartizatd are media m §i

J._me 20du—1

dispersia o”.

Sa calculam mai intai media:
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j ue 2(7du+m O+m=m

Integrala este nuld deoarece functia de integrat este impara.
Pentru calculul dispersiei ne folosim de identitatea:

2 2
D(X)=M[X-M(X)] =M (X*)-[M(X)]

(X_m)z u?

2
20 dx —

1 Too 1 too 2
= +0 2odu =
G\/ﬂj_wxe ij‘“(m u)e u

2 uZ uZ
\/_J. m[me 2 1 2moue 2 +ou’e Jduz

( 2\/_+O'j u’e 22a’uj

M(x?)=

~or

Calculam separat integrala ramasa si obtinem:
MZ uZ uZ

Heo - +o0 - -
j uezduz—j ul —ue * du=ue ?

unde am integrat prin parti, luand u = ¢ si — ue * = /4

Deci am obtinut M(X?)= L(mz\/ 27 + 07 271') si tnlocuind in expresia lui
N2
D(X ) obtinem:

D(X)=

1 2 2 2 2
——mN2T+oN2T)]-m" =0
o 27 7 2n)
Pornind de la proprietatile operatorilor de medie si dispersie

M(X-m)=M(X)-m

D(X —m)=D(X) si
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se obtine cd, daci o variabild aleatoare este normal repartizati N(m,o), variabila

< m o . L o
aleatoare redusa este repartizati N(0,1), deci cu distributia de probabilitate

o

2

plx)=e 2

XZ

Functia de repartitie asociati este functiad®(r)= J'_t f_jdx numitd functia lui
Laplace si ale carei valori se gisesc in tabelele din practic toate cartile de statistica si
probabilitati.

Distributie binomiala

Distributia binomiald apare, asa cum s-a aratat mai sus, la descrierea
evenimentelor asociate extractiilor dintr-o urna cu bile albe si bile negre.

Distributia variabilei aleatoare “numarul de bile albe din n bile extrase” se poate

reprezenta i sub forma matriciala:

¥ 0 1 k n
" Coplq TCip g T Cip "
Dupa cum am aratat media si dispersia unei variabile aleatoare repartizate
binomial sunt M =npsi D =npq

Repartitia binomiald apare intotdeauna atunci cind un experiment cu numai doud

raspunsuri posibile se repeta de n ori. Un caz particular 1l prezintd experimentele care se

repetd de un numadr foarte mare de ori, iar evenimentul Tn a carui aparitie suntem
interesati are o probabilitate foarte micd, categorisit uzual ca “eveniment rar”.

La limitd, cind n —> oo, p — 0 , dar np ramine constant, np = A, se obtine
distributia Poisson.
Distributia POISSON

Consideram deci ca np = 4 si trecem la limita dupa n

n(n=1)..(n—k+1) X (1 _ijn_k

. k k _n—k _ 1:
llmn—)oo Cnp q _llmn—>oo ) a
k! n n

n—oo k

n

~1)...(n—k+1 "
=%*lim n(n=1)...(n k+)/i"limn_m(l—&j
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ST

n—k L n
dar lim, ,_ ”(”_1)"'(f_k )y si 1imw(1—£j =lim__ (1-% ! =t

n n n

si deci,

lk

k k nk _ 4 2
lim, . C,p'q"" = T e

Deci, distributia Poisson este datd de matricea

0 1 k n
X = -1 i —/1...2!( _A...ﬂ/n )

e e e
1! k! n!

Calculand, dupa definitie, media si dispersia unei variabile aleatoare distribuite
Poisson si tinand cont ca
A A Ao A
Zkzoﬁze ’ Zkzokﬁzﬂe ’ Zkzzk(k 5 k! =Ae”, Zkzlkﬁzﬂe
se obtine

M(x)= 3,2

3
=¢ k>1

: (k-APA KA kA A
=€ 121@0 k! =¢’ Zkzo Ko 212@07—’_ EZZI(ZOF -
_ Y B yi 2
—e A(zkzl[k(k 1)+ k]F—}geﬁj —e /1|:Zk22k(k )= Py +3 & k!} 7=

et + At -2 =4
Exemplu:
Numarul evenimentelor adverse la un medicament dat este repartizat Poisson.
Cel mai mult este utilizata distributia Poisson 1n fizica statistica.
Aproximarea normala a distributiei binomiale
Ca o regula generald, dacad np si nq sunt mai mari sau egale cu 5, poate fi folosita

aproximarea normald. Pentru distributiile binomiale in care p<0,5 aproximarea este buna
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k

. . . A e .. k=np P
pentru valori ale lui np si nq mai mici decat 5. In aceste conditii, P _ n este
Jmpa - [pa
n
aproximativ normal distribuit cu media O si deviatia standard 1.
Aceasta transformare inlesneste de obicei calculul probabilitdtilor binomiale.
Repartitia y* Helmert - Pearson
Se considera n observatii independente x;, X, ..., X, (variabile aleatoare
independente) normal distribuite N (df, o’ )
Variabilele standard u, =—— , i=1,n sunt de asemenea independente, iar
c

suma pdtratelor lor va avea o distributie ce poate fi determinata.
. _ n 9

Se defineste X = zlui .

Distributia variabilei X rezultate se noteaza v*(n) si este diferitd pentru fiecare
valoare a lui n, iar parametru n se defineste ca numarul de gradelor de libertate.

Vom determina in continuare parametrii (media si dispersia) unei variabile
distribuite .

Pentru a afla media distributiei y” este necesara aflarea lui M [uf ]

Deoarece M[u,]=0, M[uf]z Ml(ui —M[u,.])zlz Dlu,]=1

Ca urmare M[y’(n)] = MIqusz doM [i2]=n*1=n

Dispersia va fi:

D)
=o{S = 3 0li)= woli = ()~ (0 () = o ) -1
Pentru a obtine M |u* ] se foloseste regula integrarii prin parti:
[ £(x)g (x)dx = f(x)g(x)- [ £/ (x)e (x)dx
F)=1’ = f'(x)=3u’

In acest caz se va identifica: 2 . » deci se va obtine:

g(x)=e 2 = g'(x)=ue 2
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O S B L H
j_w3u( Jdu 3—j ueZdu_3M[ *]=3

Atunci,
Dl ]=mu!]- (Ml ) =3-() =2
si substituind 1n relatia de mai sus se va obtine
DlyA(n)] =nD|u>|=2n
Deci variabila x* = x? + x> +...+ x_ este repartizatd x*(n), cu n grade de libertate,

avand media E(y®) = n, respectiv dispersia D(x%) = 2n.

Se poate ardta ca densitatea de probabilitate este data de functia
Vs n
2 1 5 ——1
fo)=——e > (),
n) "
- 22
2
unde I' este functia Euler de speta I-a studiata la cursul de matematica sa
. _ ree a—l
anume : (&) = J.O dr .

Repartitia y° se foloseste foarte mult in statistica matematicd in verificarea

ipotezelor asupra egalitatii dispersiilor.

Repatitia STUDENT
Analog cu distributia g’ , repartitia t a fost propusi de Student (pseudonimul lui

W.S.Gosset, chimist statistician englez), pentru statistica selectiilor mici §i exprima
e .. .- g . .. .. g . S
deviatiile mediilor de selectie x , fatd de media intregii populatii p, masurate in T

n

(abaterea standard a mediilor de selectie).

Daci sunt date doud variabile aleatoare Z e N(0,1) si V € y*(n) independente, se

.. Z o .
spune ci variabila t =—=—€ (n) este repartizatd Student cu n grade de libertate.

JZ
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Marimea t nu depinde decat de numarul gradelor de libertate.

Distributia de probabilitate a unei variabile aleatoare repartizate Student tinde

1‘2

pentru 1 — oo , la distributia normala p(t) — Ton e ?
V4

Densitatea de probabilitate este data de functia:

r LH _ntl
1 2 x) 2 .
f(x)= * *14+— unde xe R si ne N.

n

Repartitia F (Behrens - Fisher — Snedecor) sau distributia raportului a doua
dispersii
Se considera frecvent in statistica raportul a doua dispersii care estimeaza aceeasi

dispersie generalda a unei colectivitati. Dintr-o colectivitate generald se extrag doud

selectii U € y* (nl) ,Vey? (nz) . Raportul lor este o variabila aleatoare repartizata F

U

F =%e F(nl,nz)

n,
Examinand acest raport se observa cd el nu contine dispersia colectivitatii
generale o° , de unde rezult ca distributia acestui raport nu depinde decat de numarul
gradelor de libertate n; si n; ale celor doud dispersii.

Densitatea de probabilitate este datd de functia:

F(l’ll'i'nzj n . _mny
2 | 2
f(x)— 2 *(ﬂj * 2 *(1+ﬂ*xj ,cand x)O0.

_r‘ﬂ*[‘& n, n,
2 2

'Andrei Nicolaevici Kolmogorov (1903-1987), fost profesor la Universitatea din Moscova, a avut
contributii deosebite in analiza matematicd, analiza functionald si teoria probabilitatilor. Cartea sa
“Grundbegriffe der Wahrscheinlichketetsrechnung”, Berlin, 1933, a insemnat o revolutie in teoria
probabilitatilor, ardatdnd cad, formal, aceastd teorie se poate trata ca un caz particular de teorie a

integralei (sau “teoria masurii”).
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