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ELEMENTE DE TEORIA PROBABILITĂŢILOR 

 

CÂMPURI DE PROBABILITATE 

Teoria matematică a probabilităţilor porneşte de la faptul că fiecărui rezultat 

posibil al unui experiment aleator, rezultat pe care îl vom denumi eveniment, i se 

asociază o valoare numerică, numită “probabilitatea” evenimentului respectiv. Această 

valoare este o caracteristică obiectivă  a evenimentului în condiţiile experimentului dat. 

Să efectuăm, de exemplu, un experiment de m ori. Dacă în cele m experienţe un 

eveniment A s-a produs de k ori, atunci 0 ≤ k ≤ m, de unde rezultă pentru frecvenţa 

relativă: 

0 ≤ 
m
k  ≤ 1, 

adică frecvenţa relativă a unui eveniment este întotdeauna un număr cuprins între 0 şi 1. 

Ţinând cont că frecvenţa relativă oscilează în jurul probabilităţii evenimentului considerat 

şi că probabilitate este acea caracteristică a evenimentului care ne indică în ce proporţii se 

produce evenimentul în cazul repetării experimentului de un număr foarte mare de ori, 

rezultă că şi probalitatea este tot un număr între 0 şi 1. Din definiţia probabilităţii ca 

generalizare a conceptului de frecvenţă relativă, rezultă că probabilitatea unui eveniment 

imposibil este 0, iar probabilitatea unui eveniment sigur este 1. 

Evenimentele pot fi simple, în sensul că nu se pot descompune mai departe, sau 

compuse din alte evenimente ce se petrec simultan. În acest context putem considera 

două operaţii între evenimente. 

Scriem A ∩ B şi înţelegem prin aceasta un eveniment care constă în producerea 

evenimentelor A şi B, simultan. Scriem A ∪ B pentru cazul când se produce cel puţin 

unul din cele două evenimente. 

Fiind date două rezultate A şi B ale unui experiment efectuat de n ori, să 

presupunem că A s-a obţinut de 1k  ori şi B de 2k  ori. Evenimentul A ∪ B, deci obţinerea 

unui eveniment din cele două rezultate, s-a obţinut ca atare, de 
n

kk 21+ =
n

k1 +
n

k 2 ori, ceea ce 

sugerează o regulă de tipul  

Probabilitate (A ∪ B) = Probabilitate (A) + Probabilitate (B) 

În cele ce urmează vom introduce o prezentare axiomatică a conceptului de 

probabilitate, după Kolmogorov1. 
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Corp borelian 

Definiţie: 

Fie E o mulţime şi K o familie nevidă de părţi ale lui E, K ⊂ ℘(E) cu proprietăţile: 

1. A∈ K ⇒CA∈ K 

2. ( ) ⊂∈NiiA  K⇒  Υ
∞

∈
1

iA  K 

3. E∈ K 

Deci, este închisă la operaţiile de complementare şi reuniune.  

Se spune, în acest caz, că familia K, împreună cu operaţiile menţionate, formează 

un corp bolerian. Denumirea de borelian vine de la matematicianul Emil Borel, unul 

dintre fondatorii teoriei probabilităţilor. 

Consecinţă: 

Un corp borelian este o familie închisă faţă de operaţiunea de intersecţie, 

indiferent de numărul elementelor sale pe care le intersectăm: 

 ( ) ⊂∈NiiA  K⇒ ∈iAΙ  K 

Demonstraţia se face imediat folosind faptul că 
i i

i i

A C A
 

=  
 

I U  şi proprietăţile 1 şi 2. 

Propoziţie: 

Fiind dată o familie de corpuri boreliene ( ) IiiK ∈ , intersecţia lor este tot un corp 

borelian. 

Demonstratia se face imediat, folosind proprietăţile corpului borelian şi ale operaţiilor de 

intersecţie, reuniune şi complementare. 

Definiţie: 

Fie H  o familie oarecare de părţi ale unei mulţimi E . H  poate fi completată la 

un corp borelian, numit corpul generat de Η , dacă i se adaugă E şi toate mulţimile ce se 

formează prin reuniune, intersecţie şi complementare pornind de la elementele H∈  Η. 

Dacă luăm pe dreaptă, mulţimea intervalelor deschise de forma (- ∞ ,a), a∈R, 

corpul borelian generat se numeşte simplu “borelianul pe dreapta” şi constituie baza 

teoriei probabilităţilor, aşa cum va fi ea abordată în prezenta lucrare. Deoarece orice 

interval închis se poate obţine prin operaţiile meţionate din intervale deschise şi invers, 
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orice interval deschis poate fi generat pornind de la intervale închise, borelianul pe 

dreapta este în acelaşi timp generat de mulţimea intervalelor închise. 

Într-adevăr, se poate scrie: 

[ ]ba, =Ι
∞

=








+−

1

1
,

1
n n

b
n

a  şi ( ) Υ
∞

= 





−+=

1

1
,

1
,

n n
b

n
aba  

Definiţie: 

O familie ( ) IiiA ∈  se numeşte desfacere a lui E dacă: 

1. I este cel mult numărabilă; 

2. φ=∩⇒∀∀ ji AAji,  

3. EAi =∪  

 

Spaţii măsurabile 

Definiţie 

O mulţime E împreună cu un corp borelian K formează un spaţiu măsurabil (E,K). 

Elementele lui K se numesc mulţimi măsurabile. 

Definiţie 

Fiind date (E,K) si (F,L) spaţii măsurabile, o funcţie f: (E,K) →  (F,L) se numeşte 

funcţie măsurabilă dacă îndeplineşte condiţia:  

∀ A, A∈L⇒ f-1(A)∈K sau, altfel spus: f-1(L) ⊂  K  

Proprietăţi 

a) Dacă f şi g sunt măsurabile, atunci f οg, f +g şi f*g sunt măsurabile. 

b) Dacă f este continuă, atunci f este borelian măsurabilă. 

Observaţie 

Se poate face un paralelism între spaţiile topologice şi spaţiile măsurabile, între 

funcţiile continue şi funcţiile măsurabile. Astfel, o funcţie este continuă dacă preimaginea 

oricărei mulţimi deschise este o mulţime deschisă iar măsurabilă este atunci când 

preimaginea oricărei mulţimi măsurabile este măsurabilă. Deasemenea, dacă f şi g sunt 

două funcţii continue, atunci f + g şi f*g sunt continue. 
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Definiţie 

Se numeşte măsură orice funcţie pozitivă definită pe corpul mulţimilor măsurabile, 

µ : K→R+ , “aditivă” pe orice familie  ( ) IiiA ∈  numărabilă de mulţimi măsurabile 

disjuncte: ( ) ( )∑
∞∞

=⇒Φ=∩∀∀
11

,, nnmn AAAAmn µµ Υ  

Consecinţe  

a) ( ) 0=Φµ  

Într-adevăr, dacă luăm AA =1 , Φ=2A  ( ) ( ) ( ) ( ) 02 =Φ⇒Φ=Φ∪Φ=Φ⇒ µµµµ  

b) Fie un şir de mulţimi ...21 ⊆⊆ AA  şi fie nAA Υ= , atunci ( ) ( )AAn µµ →  

Demonstraţie: 

Fie 1+= nn AB \ nA . Mulţimile nB  sunt disjuncte şi nn BBBA ΥΥΥ ...21= . 

Din aditivitatea lui µ  rezultă ( ) ( ) n

n

i

i

n

i

in sBBA ==







= ∑

== 11

µµµ Υ  

( ) ( ) ( )AABss
n

n
i

in µµµ ===→
∞

=

∞

= ΥΥ 11
 

nAA Υ=  şi ( )iAµ  < ∞ ( )nAµ⇒ < ( )Aµ  

Altfel, { },...1, += nnAn , Ι Φ=nA  dar ( ) ∞=nAµ  

Exemple 

a) Fie µ  definită după cum urmează: 

• ( ) ∞=Aµ  dacă A este infinită şi 

• ( ) =Aµ numărul elementelor din A , dacă A  este finită. 

Această măsură se numeşte în mod natural “măsura de numărare”. 

b) Fie un punct exterior Ex ∈
0

fixat. Definim: 

• ( ) 1
0

=Axµ dacă Ax ∈0  şi 

• ( )Ax0
µ = 0 dacă 0x A∉  

Măsura este utilizată în mecanica cuantică şi se numeşte “măsura lui Dirac”. 

Probabilitate Vom defini probabilitatea ca o măsură particulară. 

Definiţie:  

Fiind dat un spaţiu măsurăbil ( )KE, . O funcţie P: [ ]1,0→K  cu proprietăţile: 

a) P – măsură şi 
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b) P ( )E =1 

se numeşte probabilitate. 

Deci, probabilitatea ar fi o măsură “normată”. 

Proprietăţi: 

Pe baza proprietăţilor măsurii şi a faptului că P ( )E =1, se pot demonstra cu 

uşurinţă următoarele proprietăţi: 

1. ( ) ( ) ( )BPAPBAPBA −=⇒⊃ /  

2. ( )n∀ , ( ) =⇒⊂ + nnn APAA Υ1 ( )nn AP∞→lim   

3. ( )n∀ , ( ) ( )nnnnn APAPAA ∞→+ =⇒⊃ lim1 Ι  

4. ( ) ( ) ( ) ( )BAPBPAPBAP ΙΥ −+=  

5. ( ) ( )∑≤ nn APAP Υ , numită subaditivitate numărabilă 

6. ( ) 0=ΦP  

7. ( ) ( )APCAP −= 1  

 În contextul teoriei probabilităţilor, mulţimile măsurabile devin evenimente, 

“spaţiul măsurabil” devine câmp de evenimente, iar E devine evenimentul total. 

Definiţie: 

Un câmp de evenimente ( )KE,  înzestrat cu probabilitatea P, se numeşte câmp de 

probabilitate. 

Definiţie: 

Un eveniment care nu mai poate fi inclus în alt eveniment 

BAKBKA ⊂∈∀∈ ,, sau Φ=BA Ι  

se numeşte eveniment elementar sau atom. 

Observaţii 

Prezentarea axiomelor teoriei probabilităţilor în contexul mai larg al teoriei 

măsurii, dincolo de formalismul simplu şi rigoare, oferă şi avantajul unor interpretări 

“fenomenologice” şi “picturale” pentru unele formule. Astfel, dacă probabilitatea este o 

măsură, la fel ca aria pentru figurile plane, formula: 

( ) ( ) ( ) ( )BAPBPAPBAP ΙΥ −+=  

se poate citi ca: 
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aria ( )BA Υ  = aria ( )A  + aria ( )B  - aria ( )BA Ι  

ceea ce pare ca evident. 

Fig. 1.                                                        

 A         A ∩ B         B 

 Definiţia clasică elementară a probabilităţii derivă în mod natural din noţiunea de 

frecvenţă, despre care am vorbit mai sus.  

Dacă un eveniment A se poate realiza în m feluri diferite dintr-un număr total n de 

evoluţii posibile ( )
njje

,1=
, egal probabile, atunci : 

a) ( )
njeP 1=  şi 

b) ( )
n
mAP =  

Exemplu 

Exemplul clasic de câmp de probabilitate finit îl constituie evenimentele ce pot 

apărea atunci când, dintr-o urnă în care se află bile albe şi negre se extrag n bile. Dacă 

proporţia bilelor albe în urnă este p, şi deci a celor negre este q = 1 - p, probabilitatea 

evenimentului A, ca din n bile extrase, k să fie albe, conform definiţiei clasice definite 

mai sus, se calculează imediat şi este: 

( ) qpCAP
knkk

n

−

=  

De exemplu, evenimentul ca din trei bile extrase, două să fie albe - a - şi una să fie 

neagră - n-  se poate descompune în felul următor : 

A = (a a n) U (a n a) U (n a a) 

şi  

 P(A) = P(a a n) + P(a n a) + P(n a a) = p2q + p2q + p2q = 3 p2q = 2
3C p2q3-2 

Probabilitate condiţionată 

Fie B un eveniment a cărei probabilitate este diferită de 0. Probabilitatea unui 

eveniment A, reprezintă proporţia în care ne aşteptăm să se realizeze A în cadrul tuturor 

evenimentelor câmpului de probabilitate la care aparţine A  
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Probabilitatea lui A se mai poate analiza însă şi în contextul în care ştim că s-a 

produs anterior evenimentul B. Probabilitatea evenimentului A  condiţionată de B se 

notează, în acest caz, cu: P(A/B) sau PB(A).  

Dacă s-a constatat experimental o frecvenţă de apariţie kA şi, respectiv kB, pentru 

A şi B, frecvenţa relativă de apariţie a lui A, când deja a apărut B, va fi: 

( )
( )BP

BAP

n
k
n

k

k
k

B

AB

B

AB
Ι

≅=  

În acest context apare naturală definiţia probabilităţii evenimentului A, 

condiţionată de B, prin formula: 

( ) ( )
( )BP

BAP
AP

B

Ι
=  

Un caz special îl constituie acela în care probabilitatea de apariţie a evenimentului 

A este aceiaşi, indiferent dacă s-a produs sau nu evenimentul B: 

P(A) = PB(A) 

Spunem, în acest caz, că evenimentele A şi B sunt evenimente independente. 

Observăm că, rescriind formula anterioară 

( ) ( )
( )BP

BAP
APB

Ι
= ( ) ( ) ( ) ( ) ( )BPAPBPAPBAP B ** ==⇒ Ι  

se poate lua ca definiţie că două evenimente sunt independente atunci când: 

( ) ( ) ( )BPAPBAP *=Ι  

 

Formula probabilităţii cauzelor (Bayes) 

Fie A1, A2,…, An o desfacere a lui E pe care, în contextul teoriei probabilităţilor, o 

numim sistem complet de evenimente. Ea reprezintă în acelaşi timp o desfacere pentru E 

cât şi pentru orice eveniment EX ⊂ .  

 Υ jAE =  

 ( )Υ Ι XAX i=  

 Dat fiind că evenimentele XAi Ι sunt disjuncte, avem ( ) ( )∑= XAPXP i Ι . 

 Să presupunem că ( ) 0, ≠∀ iAPi . În aceste condiţii avem următoarea teoremă: 
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Teorema probabilităţii cauzelor 

Probabilitatea producerii oricărui eveniment X, este egală cu suma probabilităţilor 

de producere a lui X, condiţionate de evenimentele complete ale sistemului ( ) niiA ,1=  şi 

( ) ( ) ( )
( ) ( )∑

=
XPAP

XPAP
AP

i

j

Ai

Aj

jX  

Demonstraţie: 

Din definiţie avem PX(Aj) = ( )
( )XP

AXP jΙ
  

deci, PX(Aj) = 
( )

( )∑i
i

j

XAP

AXP

Ι

Ι
 = 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )∑i i

i
i

j

j
j

AP

AP
XAP

AP

AP
AXP

Ι

Ι

= 
( ) ( )

( ) ( )∑ XPAP

XPAP

I

j

Ai

Aj
 

PX(Aj) poate fi interpretat ca fiind probabilitatea ca X să aibă cauza Aj. În acest 

caz, formula calculează probabilitatea lui X în funcţie de probabilităţile cauzelor care ar fi 

putut  determina evenimentul X. Probabilităţile P(Ak) se numesc apriorice, pentru că ele 

se cunosc înainte de eveniment. Probabilităţile PX(Aj) sunt probabilităţile aceloraşi cauze, 

dar după ce s-a întâmplat evenimentul X, şi se numesc din acest motiv, probabilităţi 

aposteriorice. 

Exemplu, când un pacient intoxicat este adus la urgenţă el prezintă anumite 

simptome şi medicul, folosind experienţa sa, rezultatele determinărilor în sânge şi un 

sistem computerizat elaborează o listă cu probabilităţile ca intoxicaţia să se fi făcut cu o 

anumită substanţă.  

În fizica statistică parametrii termodinamici sau cuantici ai unui sistem rezultă din 

însumarea unui număr foarte mare de evenimente. Probabilitatea de trecere de la o stare 

iniţială la o stare finală este dată de suma probabilităţilor de trecere pe anumite căi Ai 

ponderate fiecare cu probabilitatea, sau altfel spus ponderea lor, p(Ai). Deoarece numărul 

căilor poate fi de puterea continuului, în locul sumelor apar integrale.  

Sau, dacă s-ar produce o crimă, aposteriori, ne punem problema ierarhizării 

suspiciunilor privind potenţialii criminali. 

Problema nu este de loc “teoretică” dacă suntem de exemplu o societate de 

asigurări sau dacă testul este un test de malignitate. 
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Bayer a fost un episcop care s-a preocupat de cauzele evenimentelor din lumea 

aceasta şi legătura lor cu cauza finală – Dumnezeu. 

 Formula probabilităţii cauzelor ne arată cum se transformă probabilităţile 

apriorice în  probabilităţi aposteriorice, după apariţia evenimentului X. 

De exemplu, ştiind că un medicament se absoarbe în, şi se elimină din sânge pe 

mai mult căi, cu diferite probabilităţi date de considerente fizico-chimice şi fiziologice, în 

funcţie de rezultatul unor determinări a concentraţiei ale acestora în sângele unui pacient, 

ne putem pune problema stabilirii ponderilor efective ale acestor căi, în scopul 

“individualizării” tratamentului.  

Observaţie: 

Putem deasemenea să considerăm cazul particular al desfacerii evenimentului 

total în două evenimente A şi complementul său CA. 

Formula lui Bayes devine în acest caz: 

PX(A) =
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )CAPXPAPXP

APXP

CAA

A

+
 

Aplicaţie: 

Dacă, de exemplu, P(B) este proporţia (probabilitatea) unei boli în populaţie şi 

cunoscând proporţia în care un test diagnostic este pozitiv la bolnavi – PB(T) – şi la 

sănătoşi –PNB(T) – putem calcula probabilitatea ca un pacient la care rezultatul testului 

este pozitiv să fie bolnav: 

P+(B)=
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )NBPTPBPTP

BPTP

NBB

B

+
 

unde: 

PB(T) este probabilitatea ca un bolnav să fie catalogat pozitiv de către test şi se 

numeşte “sensibilitatea” testului. 

PNB(T) este probabilitatea ca un sănătos să fie catalogat negativ de către test şi se 

numeşte “specificitatea” testului. 

Problema devine teribil de importantă dacă, de exemplu, este vorba de un test de 

depistare a cancerului. 
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VARIABILE ALEATOARE 

Definiţii: 

a) Se numeşte variabilă aleatoare (întâmplătoare sau statistică) o funcţie reală f 

definită pe mulţimea K a evenimentelor, cu proprietatea că, oricare ar fi numărul real a, 

mulţimea x∈ K pentru care f(x) ≤ a este un eveniment din K. 

În termeni de teoria măsurii, o variabilă aleatoare este o funcţie f : (E, K, P) → (R, B), 

măsurabilă. 

Practic vorbind avem definită probabilitatea ca variabila să aibă valori mai mici decât 

orice număr dat a. 

b) O variabilă aleatoare se numeşte variabilă aleatoare simplă dacă ia un număr finit 

de valori: f : E →R, f (E) finită şi P( f (x) = xi ) = P( f-1(xi) ) = pi 

c) Vom lucra, în cele ce urmează, ca regulă, cu variabile aleatoare independente, 

adică variabile ce iau valori independente una de cealaltă: 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )
jiji yygPxxfPyygxxfP ====∩= * , ji yx ,∀  

Observaţie: 

Se poate verifica uşor că variabilele aleatoare formează o algebră, adică suma, şi 

produsul a două variabile aleatoare este tot o variabilă aleatoare; mai mult compunerea a 

două variabile aleatoare este tot o variabilă aleatoare. 

Trebuie în acest context să fim atenţi la independenţa sau nonindependenţa 

variabilelor aleatoare implicate în operaţie. 

De exemplu putem citi X+X unde X este o variabilă aleatoare în două feluri. Putem, 

de exemplu, să considerăm un experiment repetat de două ori rezultatele fiind 

independente 














=














+














4

1

2

1
43

4

1
2

2

1

2

1
21

2

1

2

1
21

, 

în timp ce, dacă considerăm că X şi X nu iau valori independent, atunci 

X+X =2X =














2

1

2

1
42

 

 Putem reprezenta grafic aceste probabilităţi.  
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De exemplu, X=














4

1

2

1
32

4

1
1

 apare sub forma  

             pi     

1/2     

1/4     

                                  0                     1                    2                3               xi 

Dar putem reprezenta curba cumulativă a distribuţiei  

    P(x<xi)     

1     

3/4     

1/2     

1/4     

                                   0                    1                    2                3               xi 

Definiţie 

Funcţia de repartiţie asociată lui f este funcţia F(x), F:R [ ]1,0→  definită de 

formula: 

F(x) = P( f < x ) = P( f-1(- ∞ ,x) ) 

Importanţa acestei funcţii constă în faptul că, dacă F(x) este dată se poate determina 

probabilitatea ca f să ia valori într-un interval I ⊂ R, oricare ar fi acel interval. 

În cazul în care f ia un număr finit de valori, de exemplu { }3,2,1 , când cunoaştem 

( ) 3,2,1=∀〈 kkfP , cunoaştem practic şi ( ) 3,2,1=∀= kkfP .  

Într-adevăr, ( ) ( )21 〈== fPfP  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )21*32*3232 〈−〈=〉〈=〉∩〈== fPfPfPfPffPfP  

( ) ( ) ( )2113 =−=−== fPfPfP  

Ca regulă generală: ( ) ( ) ( )kfPkfPkfP 〈−+〈−== 11  

Deci am determinat o distribuţie de probabilitate care poate fi reprezentată sub forma 

unei matrici: 

( ) 







==

321

321

ppp
kfP  
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Proprietăţi 

Funcţia de repartiţie are următoarele proprietăţi: 

a) a ≤ b ⇒  F(a) ≤ F(b) 

b) −∞→alim F(a) = 0 

c) +∞→alim F(a) = 1 

d) F este continuă la stânga. 

Dacă F este continuă spunem că f este variabilă aleatoare continuă. În acest caz, 

probabilitatea ca f să ia orice valoare particulară este 0. 

∀ ξ, P( f(x) =ξ ) = 0 

Exemplu: 

Dacă ne punem problema probabilităţii ca temperatura în cameră să fie t =20,347562 

aceasta ste evident zero şi de fapt problema nici nu are sens – în măsura în care 

temperatura este o valoare medie în jurul căreia avem fluctuaţii continue. Dacă ne punem 

problema ca temperatura să fie într-un anumit interval noţiunea de funcţie de repartiţie 

capătă un conţinut concret. 

Definiţie 

Fie F(x) funcţia de repartiţie a unei variabile aleatoare ξ. Dacă există o funcţie ρ(x), 

integrabilă pe intervalul ( )+∞∞− ,  , cu proprietatea că pentru orice x∈R este verificată 

egalitatea: 

ρ(x) = 
x

F

∂

∂
 

atunci, ρ(x) se numeşte densitatea de repartiţie sau densitatea de probabilitate a 

variabilei aleatoare ξ, 

 În acest caz, probabilitatea ca variabila aleatoare să ia valori într-un interval  

(- ∞ ,a) este dată de formula: 

 P(ξ(x) < a) = F(a) = ( )dtt
a

∫ ∞−
ρ  

şi respectiv: 

P(b ≤  ξ(x) < a) = F(a)-F(b) = ( )dtt
a

∫ ∞−
ρ  - ( )dtt

b

∫ ∞−
ρ = ( )dtt

a

b∫ ρ  
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Definiţie 

Se numeşte valoare medie (sau speranţă matematică) a unei valori aleatoare f, 

numărul 

M(f) = ∑ iipx  , atunci când ξ este o variabilă aleatoare simplă şi, respectiv 

M(f) = ( )dxxx∫
+∞

∞−
ρ , atunci când ξ este o variabilă aleatoare continuă, cu densitatea de 

probabilitate ρ. 

În literatură, operatorul de medie se mai notează şi cu E, de la “expectation” – 

speranţă în engleză. 

În cazul variabilelor simple se observă că valoarea medie a variabilei f este media 

ponderată a valorilor sale xi, cu ponderile pi, care reprezintă “frecvenţele” de apariţie ale 

valorilor respective. 

Proprietăţi ale mediei: 

Dacă f şi g sunt independente, atunci avem: 

a) M(af) = aM(f) 

b) M(f+g) = M(f) + M(g) 

c) M(fg) = M(f)M(g) 

Vom schiţa o demonstraţie a proprietăţii b): 

M(f+g) = ( )( )lk
lk

lk xxGFP +∑ ,
Ι  = ( )( )∑ ∑k

k
l

lk xGFP Ι  + ( )( )∑ ∑l
l

k
lk xGFP Ι  

Dar, pe de altă parte, folosind proprietăţile intersecţiilor şi reuniunilor de mulţimi, 

respectiv distributivitatea intersecţiei faţă de reuniune şi a intersecţiei faţă de reuniune,  şi 

faptul că Υl
lG  = E avem ( )∑l

lk GFP Ι  = P(Fk ( )ΥΙ
l

lG ) = P(Fk) şi 

similar, ( )∑k
lk GFP Ι  = P(Gl). 

Deci, 

 M(f+g) = ( ) k
k

k xFP∑  + ( ) l
l

l xGP∑  = M(f) + M(g) 

 Noţiunea de medie se generalizează, definindu-se momentul de ordin k al unei 

variabile aleatoare: 

( ) k

k i iM f x p=∑ , atunci când ξ este o variabilă aleatoare simplă  

şi respectiv, 
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 Mk(f) = ∫
+∞

∞−
xk
ρ(x)dx , atunci când ξ este o variabilă aleatoare continuă. 

 Se numeşte moment centrat de ordin k al variabilei aleatoare f momentul de 

ordinul k al abaterii sale faţă de medie. 

 ( ) ( )
i

k

fi

c

k pxfM ∑ −= µ   

şi respectiv, ( )[ ] ( )dxxfMx
k

c

k ρµ ∫
+∞

∞−
−=  ,în cazul unei variabile aleatoare continue. 

 Dispersia de selecţie, sau varianta unui şir de rezultate numerice ale unui 

experiment este media aritmetică a pătratelor abaterilor acestor valori faţă de media lor 

aritmetică X .  

Dacă x1, x2, …, xn sunt cele n valori ale seriei, dispersia de selecţie a acestora, 

2
Xs este: 

2
Xs  = 

( )
n

Xxi∑ −
2

 

După cum vom vedea mai departe la statistică, o formulă mai utilă pentru 

dispersia de selecţie este: 2
Xs  = 

( )
1

2

−

−∑
n

Xxi  

Dispersia de selectie este indicatorul principal al împrăştierii datelor unui 

experiment. 

Dispersia unei variabile aleatoare este conceptul ce generalizează dispersia de 

selecţie. 

Definiţie 

Dispersia variabilei aleatoare X de notează D(X) sau σ2 şi este, în particular,  

momentul centrat de ordinul doi. 

D(X) = σ2 = M[(X-M(X))2] = ( )( ) ( )dxxXMx ρ
2

∫
+∞

∞−
−  

şi respectiv  

σ
2 = M[(X-M(X))2] = ( ) iXi px

2

∑ − µ  , atunci când variabila aleatoare este discretă. 

Rădăcina pătrată a dispersiei, σ, se numeşte abaterea medie pătratică  a variabilei X, 

iar sx abaterea standard. 
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Proprietăţi 

a) Pentru orice variabilă aleatoare X şi orice constante a şi b 

D(aX+b) = a2D(X) 

b) Dacă X, Y sunt două variabile aleatoare independente 

D(X+Y) = D(X) + D(Y)  

Demonstraţie: 

Pentru orice două variabile aleatoare X şi Y, cu mediile µX şi respectiv µY, avem 

D(X+Y)=M(X+Y- µX- µY)2=M(X- µX)2+M(Y- µY)2 + 2 M[(X- µX) (Y-µY)]=D(X)+D(Y)+ 

2 M[(X- µX) (Y-µY)] 

Dar, atunci când X şi Y sunt independente ⇒  M(XY) = µX µY , 

 M[(X- µX) (Y-µY)] = M(XY-X µY-YµX+ µX µY)= µX µY- µX µY- µX µY+ µX µY=0 

⇒  M[(X- µX) (Y-µY)] = 0 

şi deci D(X+Y) = D(X) + D(Y) 

c) Între dispersie, valoarea medie şi momentul de ordinul doi există relaţia: 

D(f) = M(f2) – (M(f))2 

Demonstraţie: 

D(X) = ( ) iXi px
2

∑ − µ = ii px∑ 2 -2 iXi px µ∑ + iX p∑ 2µ = M(f2) - 2 2
Xµ + 2

Xµ  = 

   =  M(f2) – (M(f))2 

Observaţie 

Dacă numim M(f2) – media pătratului si (M(f))2 – pătratul mediei formula capătă 

o formulare uşor de reţinut:”Dispersia este egală cu media pătratului, minus pătratul 

mediei”. 

Relaţia se mai poate scrie sub forma ( )2 2 2
X X

M X µ σ= +  şi am putea s-o numim 

„teorema lui Pitagora în probabilitate”. 

Exemplu 

În modelul clasic al urnei cu bile pe care l-am prezentat mai sus, probabilitatea 

evenimentului “din n bile extrase, k sunt albe” era knkk

nk qpCp
−= . 

Media variabilei aleatore X care da numărul de bile albe din n bile extrase va fi, 

prin definiţie, 

M(X) = knkk

n qpkC
−∑  
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 Pentru a calcula această sumă considerăm următoarea identitate 

(pt + q)n = knkkk

n qtpC
−∑ , pe care o derivăm în raport cu t 

((pt + q)n)’ = ( knkkk

n qtpC
−∑ )’ 

np(pt + q)n-1 = knkkk

n qktpC
−−∑ 1  şi apoi facem t = 1 ⇒  np = ∑ −knkk

n kqpC  

Am obţinut, deci, M(X) = np 

Folosind aceiaşi identitate, dar derivând de două ori se arată că: D(X) = npq 

Cunoaşterea mediei şi dispersiei unei variabile aleatoare dă o indicaţie asupra 

intervalului în care se află valorile variabilei, cu cea mai mare probabilitate. Mai exact, 

după cum arată teorema următoare, cu cât ne îndepărtăm mai mult de valoarea medie, cu 

atât valorile respective sunt mai puţin probabile ca valori ale variabilei date. 

Inegalitatea lui Cebâşev 

Dacă σ2 este dispersia variabilei aleatoare X, probabilitatea ca modulul abaterii 

sale de la valoarea medie să ia valori mai mari decât un număr ε > 0 este mai mică decât 

2

2

ε

σ
. 

( )
2

2

ε

σ
ε ≤≥− mxP i  

Demonstraţie: 

Pornim de la definiţia dispersiei ( )[ ] ( ) iii pmxmxM
222 ∑ −=−=σ  şi împărţim 

suma în doi termeni: unul corespunzător valorilor ix  pentru care ε≥− mxi  şi unul 

corespunzător valorilor lui ix  pentru care mxi − <ε . 

 ( ) ii pmx
22 ∑ −=σ  = ( )

i

mx

i pmx
i

2

∑
〈−

−
ε

+ ( )
i

mx

i pmx
i

2

∑
≥−

−
ε

 

Dacă neglijăm primul termen al sumei şi minorăm mxi −  înlocuindu-l cu ε în al doilea 

termen, se obţine  

 ( )
n

i

kkk

mx

i pppp +++=≥ ∑
≥−

...
21

222 εεσ
ε

 ,  

cu 
nkkk ppp +++ ...

21
suma probabilităţilor valorilor 

ikx pentru care ε≥− mx
ik . 
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Dar 
nkkk ppp +++ ...

21
= ( )ε≥− mxP  şi deci am obţinut ( )2 2P x mσ ε ε≥ − ≥  ceea ce 

implică următoarea relaţie: ( )ε≥− mxP
2

2

ε

σ
≤ . 

Deoarece suma între probabilitatea unui eveniment A şi probabilitatea 

evenimentului contrar CA este 1, avem P(CA) = 1-P(A) şi inegalitatea se mai poate scrie 

sub forma 

 ( )
2

2

1
ε

σ
ε −〉〈− mxP i  

Exemplu: 

Fie σε 3= , atunci inegalitatea Cebâşev dă: ( ) 88.0
9

8

9

1
13 ==−=〈− εmxP i  

Exprimat în cuvinte, această inegalitate aparent banală, spune din punct de vedere 

fenomenologic, enorm de mult:  

Probabilitatea ca orice variabilă aleatoare să ia valori mai îndepărtate de 

valoarea sa medie decât de trei valori standard, este mai mică decât 0,12. 

 Vom vedea mai departe că, în cazul în care variabila aleatoare are suplimentar 

unele proprietăţi de regularitate, această probabilitate este chiar mult mai mică. 

 Aceiaşi inegalitate ne permite înţelegerea legăturii între frecvenţa şi probabilitate, 

legătura care exprimă însăşi fundamentarea statisticii pe teoria probabilităţilor. 

 Să considerăm variabila aleatoare care dă numărul de bile albe într-o extracţie de 

n bile din urnă. Pentru această variabilă avem următoarea teoremă, care se generalizează 

în teoria probabilităţilor în forme care depăşesc însă cadrul acestei lucrări. 

Teorema lui Bernoulli: 

Dacă se notează cu p probabilitatea ca un eveniment A (de exemplu apariţia bilei 

albe) să se realizeze într-un experiment şi 
n

k
fn =  este frecvenţa cu care se realizează 

evenimentul A în n experimente identice consecutive, şirul (fn) converge către p în 

probabilitate. Altfel spus: 

Frecvenţa tinde în probabilitate la probabilitatea teoretică. 

Demonstraţie: 
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 ( ) ( )( )εεε nkMkPnnpkPp
n

k
P nnn ≥−=≥−=








≥− ∞→∞→∞→ limlimlim  

Dar, aplicând inegalitatea lui Cebâşev: ( )( )
22

2

ε

σ
ε

n
nkMkP ≤≥−  şi deci 

 0limlim
22

2

=≤







≥− ∞→∞→

ε

σ
ε

n
p

n

k
P nn  

 Teorema lui Bernoulli afirmă numai că inegalitatea ε≥− pf n  nu are şansa să 

fie realizată sau că inegalitatea ε〈− pf n  are şanse mari să fie îndeplinită dacă n este 

suficient de mare. 

DISTRIBUŢII DE PROBABILITATE 

Distribuţia normală 

Spunem că o variabilă aleatoare este normal repartizată ( )σ,mN  , atunci când 

densitatea sa de probabilitate este data de formula: 

( )
( )

2

2

2

2

1
,, σ

πσ
σρ

mx

emx

−
−

=  

O primă condiţie ca ( )xρ  să fie distribuţie de probabilitate este aceea că  

( ) ( )( ) 1=+∞〈〈∞−=∫
+∞

∞−
tfPdxxρ  

Pentru a verifica această condiţie, plecăm de la un rezultat care s-a obţinut la 

cursul de matematică folosind integrala dublă, şi anume : 

π22

2

=∫
∞+

∞−

−

dxe

x

 

În cazul nostru, dacă facem schimbarea de variabilă 
σ

mx
u

−
=  avem 

( )
( )

1
2

1

2

1
22

2

2

2

=== ∫∫∫
∞+

∞−

−∞+

∞−

−
−∞+

∞−
duedxedxx

umx

σ
πσπσ

ρ σ  

Vom arăta în continuare că o variabilă aleatoare normal repartizată are media m şi 

dispersia 2σ . 

Să calculăm mai întâi media: 
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[ ]
( )

( )
( )2 2

2 22 21 1

2 2

x m x m

M X xe dx x m m e dxσ σ

σ π σ π

− −
− −+∞ +∞

−∞ −∞
= = − + =∫ ∫

( )
2 21

*
2 2

1 1
0

2 2

x m ux m
e dx m ue du m m mσσ

σ
σσ π σ π

− 
−+∞ +∞ − 

 

−∞ −∞

−
= + = + = + =∫ ∫  

Integrala este nulă deoarece funcţia de integrat este impară. 

Pentru calculul dispersiei ne folosim de identitatea: 

( ) ( ) ( ) ( )
2 22D X M X M X M X M X= − = −        

( )
( )

( ) =+==
−∞+

∞−

−
−∞+

∞− ∫∫ dueumdxexXM

umx

σσ
πσπσ

σ 22222

2

2

2

2

1

2

1
 

=













++= ∫

∞+

∞−

−−−

dueueumem

uuu

222222

222

2
2

1
σσ

π
 

2

2 2 2 2
1

2
2

u

m u e duπ σ
π

+∞ −

−∞

 
= +  

 
∫  

Calculăm separat integrala rămasă şi obţinem: 

2 2 2 2

2 2 2 2 21* 2
u u u u

u e du u ue du ue e du π
+∞

−∞

+∞ +∞ +∞− − − −

−∞ −∞ −∞

   
= − − = − − =      

   
∫ ∫ ∫  

unde am integrat prin părţi, luând ϕ=u  şi ψ ′=−
−

2

2u

ue  

Deci am obţinut ( ) ( )πσπ
π

22
2

1 222 += mXM  şi înlocuind în expresia lui 

( )XD obţinem: 

( ) ( ) 2222 22
2

1
σπσπ

π
=−+= mmXD  

Pornind de la proprietăţile operatorilor de medie şi dispersie  

( ) ( ) mXMmXM −=−  

( ) ( )XDmXD =−  şi 

( )XD
aa

X
D

2

1
=








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se obţine că, dacă o variabilă aleatoare este normal repartizată ( )σ,mN , variabila 

aleatoare redusă 
σ

mX −
 este repartizată ( )1,0N , deci cu distribuţia de probabilitate  

( ) 2

2x

ex
−

=ρ  

Funcţia de repartiţie asociată este funcţia ( ) dxet
t

x

∫ ∞−

−

=Φ 2

2

 numită funcţia lui 

Laplace şi ale cărei valori se găsesc în tabelele din practic toate cărţile de statistică şi 

probabilităţi. 

Distribuţie binomială 

Distribuţia binomială apare, aşa cum s-a arătat mai sus, la descrierea 

evenimentelor asociate extracţiilor dintr-o urnă cu bile albe şi bile negre. 

Distribuţia variabilei aleatoare “numărul de bile albe din n bile extrase” se poate 

reprezenta şi sub formă matricială: 









=

−− 011100 ......
10

qpC

n

qpC

k

qpCqpC
X

nk

n

knkk

n

n

n

n

n

 

După cum am arătat media şi dispersia unei variabile aleatoare repartizate 

binomial sunt npM = si npqD =  

Repartiţia binomială apare întotdeauna atunci când un experiment cu numai două 

răspunsuri posibile se repetă de n ori. Un caz particular îl prezintă experimentele care se 

repetă de un număr foarte mare de ori, iar evenimentul în a cărui apariţie suntem 

interesaţi are o probabilitate foarte mică, categorisit uzual ca “eveniment rar”.  

La limită, când ∞→n , 0→p  , dar np  rămâne constant, λ=np , se obţine 

distribuţia Poisson. 

Distribuţia POISSON 

Considerăm deci că λ=np  şi trecem la limită după n 

 
( ) ( )

=







−

+−−
=

−

∞→
−

∞→

kn

k

k

n

knkk

nn
nnk

knnn
qpC

λλ
1

!

1...1
limlim  

( ) ( )1 ... 11
*lim lim 1

!

n k

k

n nk

n n n k

k n n

λ
λ

−

→∞ →∞

− − +  
= − 

 
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dar 
( ) ( )

1
1...1

lim =
+−−

∞→ kn
n

knnn
 şi 

( )

λ

λ

λλλ −

−
−

−

∞→

−

∞→ =





















−=








− e

nn

n

kn

n

n

kn

n 1lim1lim  

şi deci,  

λλ −−
∞→ = e

k
qpC

k
knkk

nn !
lim  

 Deci, distribuţia Poisson este dată de matricea 

 













= −−−− λλλλ λλλ

e
n

n

e
k

k

ee
X

nk

!
...

!
...

!1

10
 

Calculând, după definiţie, media şi dispersia unei variabile aleatoare distribuite 

Poisson şi ţinând cont că  

λλ
e

kk

k

=∑ ≥0 !
 , λλ

λ
e

k
k

k

k

=∑ ≥0 !
 , ( ) λλ

λ
e

k
kk

k

k
2

2 !
1 =−∑ ≥

 , λλ
λ

e
k

k
k

k

=∑ ≥1 !
 

 se obţine 

 ( )
( ) ( )

λλ
λ

λ
λλ λλλλ

λ

==
−

=
−

== ∑∑∑ ≥

−
−

−

≥

−

≥

−

1

1

10 !1!1! k

k

k

k

k

k

ee
k

e
k

e
k

e
kXM  

 

( ) ( )

( )[ ] ( )

( ) λλλλ

λ
λλ

λ
λ

λ
λ

λ
λ

λλλ

λλλ

λλλ

λλ

=−+=

=−







+−=








−+−=

=







+−=

−
=

−

≥ ≥

−

≥

−

≥ ≥ ≥

−

≥

−

∑ ∑∑

∑ ∑ ∑∑

22

2

2 11

2

0 0 0

2
2

0

2

!!
1

!
1

!!
2

!!

eee

k
k

k
kkee

k
kkke

kk

k

k

k
e

k

k
eXD

k k

kk

k

k

k k k

kkk

k

k

 

Exemplu: 

Numărul evenimentelor adverse la un medicament dat este repartizat Poisson. 

Cel mai mult este utilizată distribuţia Poisson în fizica statistică. 

Aproximarea normală a distribuţiei binomiale 

Ca o regulă generală, dacă np şi nq sunt mai mari sau egale cu 5, poate fi folosită 

aproximarea normală. Pentru distribuţiile binomiale în care p<0,5 aproximarea este bună 
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pentru valori ale lui np şi nq mai mici decât 5. În aceste condiţii, 

n

pq

p
n

k

npq

npk
−

=
−

 este 

aproximativ normal distribuit cu media 0 şi deviaţia standard 1.  

Această transformare înlesneşte de obicei calculul probabilităţilor binomiale. 

 

Repartitia χ2 Helmert - Pearson 

 Se consideră n observaţii independente x1, x2, …, xn (variabile aleatoare 

independente) normal distribuite ( )2,σξN . 

Variabilele standard 
σ

ξ−
= i

i

x
u  , ni ,1=  sunt de asemenea independente, iar 

suma pătratelor lor va avea o distributie ce poate fi determinată. 

 Se defineşte ∑=
n

iuX
1

2 . 

Distribuţia variabilei X rezultate se notează χ2(n) şi este diferită pentru fiecare 

valoare a lui n, iar parametru n se defineşte ca numărul de gradelor de libertate. 

Vom determina în continuare parametrii (media şi dispersia) unei variabile 

distribuite χ2. 

Pentru a afla media distributiei χ2 este necesară aflarea lui [ ]2
iuM . 

Deoarece [ ] 0=iuM  , [ ] [ ]( )[ ] [ ] 122 ==−= iiii uDuMuMuM  

Ca urmare M[χ2(n)] = [ ] [ ] nnuMuM
n

i

n

i ===∑∑ 1*
1

2

1

2  

Dispersia va fi: 

D[χ2(n)] 

= [ ] [ ] [ ] ( ) ( )( )[ ] ( )[ ]142242

1

2

1

2 −=−===∑∑ iiii

n

i

n

i uMnuMuMnunDuDuD  

Pentru a obţine [ ]4
iuM  se foloseşte regula integrării prin părţi: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dxxgxfxgxfdxxgxf ∫∫ ′−=′  

În acest caz se va identifică: 
( ) ( )

( ) ( ) 22

23

22

3
uu

uexgexg

uxfuxf

−−

=′⇒=

=′⇒=
, deci se va obţine: 
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( )
2 2 2

2 2

4 4 4 3 32 2 2

2 2 22 2

1 1 1

2 2 2

1 1
3 3 3 3

2 2

u u u

i

u u

M u u u du u e du u ue du u e

u e du u e du M u

ρ
π π π

π π

+∞+∞ +∞ +∞− − −

−∞ −∞ −∞ −∞

+∞ +∞− −

−∞ −∞

 
  = = = = −    

 

 
 − = = =    

 

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

Atunci,  

[ ] [ ] [ ]( ) ( ) 213 2242 =−=−= iii uMuMuD   

şi substituind în relaţia de mai sus se va obţine  

D[χ2(n)] = [ ] nunD i 22 =  

Deci variabila 22
2

2
1

2 ... nxxxx +++=  este repartizată χ2(n), cu n grade de libertate, 

având media E(χ2) = n, respectiv dispersia D(χ2) = 2n. 

Se poate arăta că densitatea de probabilitate este dată de funcţia  

f(χ2) = ( ) 1
222

2

2

2
2

1 −−









Γ

n

n
e

n
χ

χ

, 

 unde Γ  este funcţia Euler de speţa I-a studiată la cursul de matematică şă 

anume : ( ) 1

0

t
e t dt

αα
+∞

− −Γ = ∫ . 

Repartitia 2χ  se foloseşte foarte mult în statistica matematică în verificarea 

ipotezelor asupra egalităţii dispersiilor. 

 

Repatiţia STUDENT 

Analog cu distribuţia 2χ  , repartiţia t  a fost propusă de Student (pseudonimul lui 

W.S.Gosset, chimist statistician englez), pentru statistica selecţiilor mici şi exprimă 

deviaţiile mediilor de selecţie x  , faţă de media întregii populaţii µ, măsurate în 
n

s
 

(abaterea standard a mediilor de selecţie). 

Dacă sunt date două variabile aleatoare ( )1,0NZ ∈  si ( )nV 2χ∈  independente, se 

spune că variabila  ( )nt

n

V

Z
t ∈=  este repartizată Student cu n grade de libertate. 



Curs 1  25 

 Mărimea t nu depinde decât de numărul gradelor de libertate. 

 Distribuţia de probabilitate a unei variabile aleatoare repartizate Student tinde 

pentru ∞→n  , la distribuţia normală ( ) 2

2

2

1 t

et
−

→
π

ρ  

Densitatea de probabilitate este dată de funcţia: 

( )

1
2 2

1
1 2

* * 1

2

nn

x
f x

n nnπ

+
−

+ 
Γ     = + 

   Γ  
 

unde x R∈  şi n N∈ . 

Repartiţia F (Behrens - Fisher – Snedecor) sau distribuţia raportului a două 

dispersii 

Se consideră frecvent în statistică raportul a două dispersii care estimează aceeaşi 

dispersie generală a unei colectivităţi. Dintr-o colectivitate generală se extrag două 

selecţii ( )1
2 nU χ∈  , ( )2

2 nV χ∈  . Raportul lor este o variabilă aleatoare repartizată F 

( )21

2

1 , nnF

n

V

n

U

F ∈=  

Examinând acest raport se observă că el nu conţine dispersia colectivităţii 

generale σ2 , de unde rezultă că distribuţia acestui raport nu depinde decât de numărul 

gradelor de libertate n1 si n2 ale celor două dispersii. 

Densitatea de probabilitate este dată de funcţia: 

( )

1 1 2
1

2

1 2
2 21

1 1

1 2 2 2

2
* * * 1 *

*
2 2

n n n
n

n

n n

n n
f x x x

n n n n

+
−

−

+ 
Γ       = +   
       Γ Γ   
   

, când 0x 〉 . 

 

 

 
1
Andrei Nicolaevici Kolmogorov (1903-1987), fost profesor la Universitatea din  Moscova, a avut 

contribuţii deosebite în analiza matematică, analiza funcţională şi teoria probabilităţilor. Cartea sa 

“Grundbegriffe der Wahrscheinlichketetsrechnung”, Berlin, 1933, a însemnat o revoluţie în teoria 

probabilităţilor, arătând că, formal, această  teorie se poate trata ca un caz particular de teorie a 

integralei (sau “teoria măsurii”). 


